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Занятие 9

ГЕОМЕТРИЯ

Задачи этого раздела основаны на простейших геометрических зависимостях и требуют базовых знаний по геометрии и теории векторов (в задачах повышенной сложности).

Рассмотрим несколько типовых задач этого раздела.

Задача 1. Пересекаются ли 2 отрезка, заданные координатами своих концов? 

Решение: Пусть отрезок A имеет координаты (ax1,ay1,ax2,ay2), а отрезок B задан координатами (bx1,by1,bx2,by2), тогда, выполнив вычисление
v1:=(bx2-bx1)*(ay1-by1)-(by2-by1)*(ax1-bx1);

v2:=(bx2-bx1)*(ay2-by1)-(by2-by1)*(ax2-bx1);

v3:=(ax2-ax1)*(by1-ay1)-(ay2-ay1)*(bx1-ax1);

v4:=(ax2-ax1)*(by2-ay1)-(ay2-ay1)*(bx2-ax1);

   
Intersection:=(v1*v2<0) and (v3*v4<0);

получим значение переменной Intersection TRUE - если отрезки пересекаются, а если пересекаются в концах или вовсе не пересекаются, то возвращается значение FALSE.

Задача 2. Определить с какой стороны отрезка (вектора) лежит точка? 

Решение: Если vector(a) и vector(b) - вектора a и b соответственно, то:           

vector(a)*vector(b) = ax*by - ay*bx = a*b*sin(beta-alfa)                 

ax,ay,bx,by - координаты концов векторов                                 

a - длина вектора a                                                      

b - длина вектора b                                                      

alfa - угол альфа для вектора a                                          

beta - угол бета для вектора b                                           

Вывод: при общей начальной точке двух векторов их векторное произведение        больше нуля, если второй вектор направлен влево от первого, и меньше нуля, если вправо.                                       

Если известны две точки, то вектор, основанный на них можно получить вычитанием двух векторов направленных из начала координат. Например, есть точка A и точка B:

вектор|AB| = Вектор|B| - Вектор|A|, иными словами AB_x = Bx-Ax, AB_y= By-Ay

Таким образом, получается: если есть вектор |AB|, заданный координатами ax,ay,bx,by и точка px,py, то для того чтобы узнать лежит ли она слева или справа, надо узнать знак произведения: (bx-ax)*(py-ay)-(by-ay)*(px-ax)                                          

s:=(bx-ax)*(py-ay)-(by-ay)*(px-ax);

if s>0 then WherePoint:=1 {точка слева от вектора}
    

else if s<0 then WherePoint:=-1 {точка справа от вектора}
    


else WherePoint:=0;
{точка на векторе, прямо по вектору или сзади вектора}

Задача 3. Пусть есть треугольник ABC и точка P. Определить, лежит ли точка внутри треугольника.

Решение: Используем решение предыдущей задачи. Обходим треугольник по часовой стрелке. Точка должна лежать справа от всех сторон, если она внутри. Написание алгоритма оставляется за читателем.

Расширим эту задачу.

Задача 4. 

а) Треугольник на плоскости задается целочисленными координатами вершин.            Для заданной точки Z(x,y) определить, принадлежит ли она стороне треугольника или лежит внутри или вне его.


б) Многоугольник на плоскости задается координатами  своих  N вершин в порядке обхода их по контуру по часовой  стрелке  (контур самопересечений не  имеет).  Для заданной точки Z(x,y) определить, принадлежит ли она стороне многоугольника или лежит внутри или вне его.

Решение. Можно, конечно,  из точки Z провести отрезки ко всем 3-м вершинам треугольника,  и посмотреть:  если сумма площадей трех треугольников ZAB, ZBC, ZCA равна площадей ABC, то точка внутри, иначе – снаружи, но так как все вычисления в машине проводятся с ограниченной точностью,  то проверка на равенство ПРАКТИЧЕСКИ НИКОГДА не даст правильного ответа.  Вы почти всегда будете получать, что Z – вне ABC,  не смотря на действительное расположение точки Z. 

Попробуем решить задачу по-другому. Принадлежность точки стороне проверяется просто:  если концевые точки стороны A(x1, y1) и B(x2, y2),  то, если точка Z(x, y) принадлежит стороне,  то должно существовать такое число p,  0<=p<=1, что

x=p*x1+(1-p)*x2

y=p*y1+(1-p)*y2

(тут используется  то,  что если прямая проходит через A и B, то точки прямой  имеют координаты  (p*x1+(1-p)*x2, p*y1+(1-p)*y2), p –  действительное  число. При 0<=p<=1 мы получаем отрезок между точками A и B).

Далее, проведем  из  точки Z прямую,  параллельную оси OX (ее уравнение будет x=u) и проверим,  сколько сторон треугольника  пересекает полулуч,  идущий от точки Z, например, вправо. Если 0, то Z – вне треугольника, если 1 – то внутри, если 2 – то снаружи (определение пересечения прямой и стороны – задача 1).

Надо конкретно обработать случай, когда прямая пересекает одну из вершин треугольника (например, A). Может быть 2 случая:

                                       



                Случай 1.                                                   Случай 2.

В  случае  1,  когда   оба ребра,  входящих в  вершину A, лежат по одну сторону  от  прямой, количество пересечений можно считать равным  двум  (или нулю), в случае 2,  когда ребра лежат по разные стороны от прямой,  число пересечений примем равным 1.  Проверка, по разные или по одну сторону от прямой лежат концевые точки отрезков – см. задачу 2. Если прямая  проходит  по  стороне,  то число пересечений будем считать равным 2.

Аналогично можно  проверить,  лежит ли точка Z внутри многоугольника (в  алгоритме  безразлично,  выпуклый  он  или  нет). Мы подсчитываем число пересечений луча со сторонами – если оно нечетное, то точка внутри, если четное – то снаружи.
Задача 5.  На гранях  двух  равных  правильных тетраэдров N и M написаны числа N1,N2,N3,N4 и M1,M2,M3,M4. Можно ли совместить тетраэдры так,  чтобы на совпадающих гранях оказались одинаковые числа?

Решение. При всей видимой сложности задачи, она имеет неожиданно простое решение. Рассматриваем нумерацию граней как элементы массивов. Сортируем каждый из массивов с помощью некоторого  обменного  алгоритма (например,  с помощью "пузырьковой" сортировки), подсчитывая количество обменов (пусть KN и KM).  Если отсортированные массивы совпадают  и  (KN–KM) кратно 2,  то тетраэдры совпадают. (Обмен двух граней можно трактовать как отражение тетраэдра в зеркале).
ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Отрезок на плоскости задается двумя не совпадающими концевыми точками X(x1,x2) и (y1,y2). Из точки Z(z1,z2) к прямой, содержащей отрезок [X,Y], проводится перпендикуляр P. Определить, попадает  ли  перпендикуляр P на отрезок [X,Y] или на его продолжение.

2. N точек на плоскости заданы своими координатами.  Найти такой минимальный по площади выпуклый многоугольник, что все N точек лежат  либо внутри этого многоугольника,  либо на его границе (такой выпуклый многоугольник называется выпуклой оболочкой).

3. На плоскости  задано N точек  своими координатами и матрица C(N*N); C(i,j)=C(j,i)=1 в случае, если вершины i и j соединены отрезком и 0 иначе. Известно, что любая вершина соединена по крайней мере с двумя другими, и что отрезки пересекаются только в концевых точках. Таким образом, вся плоскость разбивается на множество многоугольников.  Задана точка Z(x,y).  Найти минимальный по  площади многоугольник,  содержащий Z,  или выдать сообщение, что такого не существует. Если Z принадлежит какому-то отрезку, то выдать  его концевые точки, если Z лежит в многоугольнике, то выдать его вершины в порядке обхода по контуру.
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