Дистанционный курс "Основы программирования"
      2002-2003 уч.год


Занятие 11.

ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА


К задачам линейной алгебры относятся методы решения систем линейных алгебраических уравнений, операций над матрицами, вычисления определителей и некоторые другие задачи из области высшей математики и математического анализа, связанные в своей основе с матричной формой представления исходных данных.


Задачей данного занятия является ознакомление с некоторыми задачами линейной алгебры и методами их решения на ЭВМ средствами языка программирования.


Хотя, существует множество задач, а равно и методов линейной алгебры, мы остановимся только на некоторых из них.


Задача 1. Найти решение системы двух уравнений с двумя неизвестными.


Решение: 
Математически наша задача представляется в виде системы 


[image: image1.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

2

22

21

1

12

11

b

y

a

x

a

b

y

a

x

a

.


С системами алгебраических уравнений неотрывно связаны два понятия: матрицы коэффициентов и определителя.


Матрицей коэффициентов называется таблица, составленная из коэффициентов при неизвестных. 


Расширенной матрицей коэффициентов называется матрица коэффициентов, в которой один из столбцов заменен столбцом свободных членов. При добавлении к матрице коэффициентов столбца свободных членов, также получается расширенная матрица коэффициентов.


Определителем  матрицы (а заодно и системы уравнений) называется число, полученное в результате действий по определенному правилу над элементами матрицы. Так, для приведенной нами системы уравнений определителем является число 
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. Это выражение называется определителем второго порядка. 


Великим математиком Крамером было показано, что если определитель матрицы коэффициентов системы уравнения не равен нулю, то корни уравнения будут равны отношению определителя расширенных матриц системы.


Сказанное, поясняется следующей программой:

{ решение системы 2-х уравнений с двумя неизвестными}

{ решение уравнений вида}

{ |a1*x + b1*y = c1}

{ |a2*x + b2*y = c2}

{ метод решения: }

{      |c1 b1|           |a1 c1|}

{      |c2 b2|           |a2 c2|}

{ x = ---------     y = ---------}

{      |a1 b1|           |a1 b1|}

{      |a2 b2|           |a2 b2|}

{ выражаем определители второго порядка: }

{ x = (c1*b2-c2*b1)/(a1*b2-a2*b1) }

{ y = (a1*c2-a2*c1)/(a1*b2-a2*b1) }

{ -------------------------------------- }

var a1,a2,b1,b2,c1,c2,x,y,d,dx,dy:real;

begin

writeln('введите коэффициенты уравнения: a1,b1,c1,a2,b2,c2');

   

readln(a1,b1,c1,a2,b2,c2);

   

d:= (a1*b2-a2*b1);

   

dx := (c1*b2-c2*b1);

   

dy := (a1*c2-a2*c1);

if d=0 then writeln('нет решений')

   

else begin

      

x:=dx/d; y:=dy/d;

      writeln('x = ', x);  writeln('y = ', y);

end;

end.

По аналогичному методу можно решить и систему уравнений третьего порядка:

{ решение системы 3-х уравнений с тремя неизвестными                       }

{ ------------------------------------------------------------------------ }

{ решение уравнений вида:                                                  }

{ |a1*x + b1*y + c1*z = d1|                                                }

{ |a2*x + b2*y + c2*z = d2|                                                }

{ |a3*x + b3*y + c3*z = d3|                                                }

{                                                                          }

{ метод решения:                                                           }

{     |d1 b1 c1|       |a1 d1 c1|       |a1 b1 d1|                         }

{     |d2 b2 c2|       |a2 d2 c2|       |a2 b2 d2|                         }

{     |d3 b3 c3|       |a3 d3 c3|       |a3 b3 d3|                         }

{ x = ----------   y = ----------   z = ----------                         }

{     |a1 b1 c1|       |a1 b1 c1|       |a1 b1 c1|                         }

{     |a2 b2 c2|       |a2 b2 c2|       |a2 b2 c2|                         }

{     |a3 b3 c3|       |a3 b3 c3|       |a3 b3 c3|                         }

{                                                                          }

{ выражаем определители третьего порядка:                                  }

{ e  := (a1*b2*c3+b1*c2*a3+c1*a2*b3-a3*b2*c1-b3*c2*a1-c3*a2*b1);           }

{ ex := (d1*b2*c3+b1*c2*d3+c1*d2*b3-d3*b2*c1-b3*c2*d1-c3*d2*b1);           }

{ ey := (a1*d2*c3+d1*c2*a3+c1*a2*d3-a3*d2*c1-d3*c2*a1-c3*a2*d1);           }

{ ez := (a1*b2*d3+b1*d2*a3+d1*a2*b3-a3*b2*d1-b3*d2*a1-d3*a2*b1);           }

{ x = ex/e                                                                 }

{ y = ey/e                                                                 }

{ z = ez/e                                                                 }

{ ------------------------------------------------------------------------ }

var a1,a2,a3,b1,b2,b3,c1,c2,c3,d1,d2,d3,x,y,z,e,ex,ey,ez:real;

begin

 
writeln('введите коэффициенты уравнения: 

a1,b1,c1,d1,a2,b2,c2,d2,a3,b3,c3,d3');

readln(a1,b1,c1,d1,a2,b2,c2,d2,a3,b3,c3,d3);

e:=(a1*b2*c3+b1*c2*a3+c1*a2*b3-a3*b2*c1-b3*c2*a1-c3*a2*b1);

 
ex:=(d1*b2*c3+b1*c2*d3+c1*d2*b3-d3*b2*c1-b3*c2*d1-c3*d2*b1);

 
ey:=(a1*d2*c3+d1*c2*a3+c1*a2*d3-a3*d2*c1-d3*c2*a1-c3*a2*d1);

 
ez:=(a1*b2*d3+b1*d2*a3+d1*a2*b3-a3*b2*d1-b3*d2*a1-d3*a2*b1);

 
if (e=0) then writeln('нет решений');

else begin

x:=ex/e; y:=ey/e; z:=ez/e;

    

writeln('x = ', x); writeln('y = ', y); writeln('z = ', z);

 
end;

end.


Однако, легко заметить, что с увеличением количества уравнений и числа неизвестных, количество необходимых переменных возрастает в прогрессии: для системы 2х2 мы использовали 11 (!) переменных, для системы 3х3 - 16 (!!), а для системы 4х4 мы должны уже будем объявить 25(!!!) переменных. Поэтому оптимальным представляется использование для хранения коэффициентов, определителей и корней уравнения массивов. 


Задание для самостоятельного решения: Переделайте приведенные программы так, чтобы вместо набора переменных использовались массивы.


Из приведенных примеров мы можем видеть, что метод Крамера далеко не идеален для решения систем линейных уравнений. С одной стороны, весьма проблематичным представляется вычисление определителей порядка выше 3-х. Хотя существует метод вычисления определителя n-го порядка (метод миноров или метод понижения порядка), который весьма просто реализуется на языке программирования. Сам метод мы описывать не будем, его описание легко найти в любом учебнике по численным методам, приведем лишь реализацию алгоритма:

for i:=1 to n-1 do begin

         if abs(a[i,i])<1E-10 then

            begin

                 det:=0;

                 exit

            end;

         for j:=i+1 to n do begin

             d:=a[j,i]/a[i,i];

             for k:=i to n do

                 a[j,k]:=a[j,k]-d*a[i,k];

         end;

     end;

     det:=1;

     for i:=1 to n do

         det:=det*a[i,i];

     writeln('Определитель матрицы равен ',det:6:0);

В шапке программы необходимо объявить двумерный массив (матрицу) коэффициентов нужного порядка (nxn) и четыре переменные: i,j,k,det. Ввод массива можно сделать как ручным, так и с помощью автозаполнения случайными числами.

Задания для самостоятельного решения. 1. Какого типа должны быть вспомогательные переменные и почему? 2. Поясните выделенную строчку в программе.


Но несмотря на это, правило Крамера неприменимо для решения систем линейных уравнений порядка mxn, т.е. когда число уравнений отлично от числа неизвестных. 


Для решения таких систем используют метод Гаусса. Метод Гаусса сводится к последовательности элементарных преобразований над расширенной матрицей (А,В) системы, где А - матрица коэффициентов, В - столбец свободных членов. Формально метод может быть описан следующим алгоритмом:


1. Прямой ход - приведение матрицы к трапециевидной, для чего необходимо обнулить все элементы под главной диагональю левой квадратной части матрицы. Для этого можно воспользоваться следующим алгоритмом:


для всех k=1,2,…, m-1 выполнить:


для всех i=k+1,…, m выполнить:




для всех j=k+1,…, n заменить:




aij=aijakk-aikakj; aik=0;

В  результате такого преобразования хотя бы одна строка матрицы станет нулевой.


2. Обратный ход - обнуление всех элементов над главной диагональю левой квадратной части матрицы:


для всех k=2,3,…, m выполнить:


для всех i=1,2,…, k-1 выполнить:




для всех j=i,i+1,…, n заменить:




aij=aijakk-aikakj;
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В результате мы получим матрицу, которая будет описывать систему вида  (на примере системы четвертого порядка):


x1+f12x2+f13x3+f14x4=g1


x2+f23x3+f24x4=g2



x3+f34x4=g3






x4=g4


Легко видеть, что отсюда обратным вычислением можно найти корни системы уравнений.


Задания для самостоятельного решения. Реализуйте метод Гаусса программно.


В заключении, дадим еще несколько определений, имеющих отношение к линейной алгебре.


Суммой (разностью) двух матриц является матрица, каждый элемент которой равен сумме (разности) соответствующих элементов исходных матриц.


Произведением двух матриц является матрица, каждый элемент которой равен сумме произведений элементов строк одной матрицы на соответствующие элементы столбцов другой матрицы, т.е. 
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. Произведение матриц возможно, если количество строк одной матрицы равно количеству столбцов другой.


Транспонированной матрицей называется матрица, полученная из исходной заменой соответствующих строк на соответствующие столбцы.


Задания для самостоятельного решения. Реализуйте программно сложение и умножение матриц произвольной размерности.
(с) Copyright 2002                                                                                                                              Анатолий Ремнев
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