Дистанционный курс "Основы программирования"
      2002-2003 уч.год


Занятие 10

ТЕОРИЯ МНОЖЕСТВ


Сразу оговоримся, что в задачах этого раздела нельзя использовать тип "множество" Паскаля, т.к. он не поддается вводу и выводу и ограничен по мощности (см.ниже). Для задания множеств следует использовать массивы чисел или записей. Решение задач с использованием типа Паскаля set будет рассмотрено на факультативе.


Итак, что же такое множество? Говоря простым языком, можно сказать, что множество - это ограниченный по размеру набор данных одного типа. Множества можно разделить на числовые и нечисловые. Мощностью множества А называют число элементов в нем, при этом предполагается, что все элементы различны. 


В плане программирования теория множеств нашла широкое применение в геометрических задачах, поэтому можно рассматривать эту тему как продолжение предыдущей. Тем не менее, не исключается применение множеств и для решения задач другого рода, основанных на обработке неупорядоченного набора данных. 


Для начала несколько определений.


Объединением (обозначается А ( В) двух множеств называется множество, содержащее все элементы обеих множеств.


Пересечением (обозначается А ( В) двух множеств называется множество, содержащее только те элементы, которые есть в каждом из множеств.

Расстоянием между двумя множествами геометрических точек называется наименьшее расстояние между двумя точками, принадлежащими разным множествам. Расстояние между двумя геометрическими фигурами - это расстояние между множествами точек, составляющими эти фигуры. Очевидно, что если фигуры пересекаются, то расстояние между ними равно 0. Геометрические точки задаются координатами, для материальных точек задается еще и масса. 


Координаты центра тяжести совокупности n материальных точек или фигур находятся по формулам:
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где xi, yi, mi - координаты i-й точки (центра тяжести фигуры) и ее масса (площадь фигуры).


Площадь многоугольника на плоскости, образованного не самопересекающейся ломаной А1А2А3…Аn, может быть найдена по формуле
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где s1,i,i+1 - площадь треугольника А1AiAi+1, знак зависит от знака внутреннего угла треугольника.

Рассмотрим несколько типовых задач.

Задача 1. Дано n-элементное множество. Перечислить все k-элементные подмножества  множества {1..n}.

Решение.  Будем представлять каждое подмножество последовательностью x[1]..x[n] нулей и единиц длины n, в которой ровно k единиц. Такие последовательности упорядочим лексикографически (т.е. по правилам алфавита). Очевидный  способ  решения  задачи - перебирать все последовательности, а затем отбирать среди них те, у которых k единиц  мы отбросим, считая его неэкономичным (число последовательностей с k  единицами  может  быть  много меньше числа всех последовательностей). Будем искать такой алгоритм, чтобы  получение  очередной последовательности требовало порядка n действий.

В каком случае s-ый член  последовательности  можно  увеличить,  не  меняя предыдущие? Если x[s] меняется с 0 на 1, то для сохранения общего числа единиц нужно справа от х[s]  заменить  1 на 0. Таким образом, х[s] - первый справа нуль, за которым стоят единицы.  Легко  видеть,  что х[s+1] = 1 (иначе х[s] не первый).

Таким образом надо искать наибольшее  s,  для  которого  х[s]=0, x[s+1]=1.

За х[s+1] могут идти еще несколько единиц, а после них несколько нулей. Заменив х[s] на 1, надо выбрать идущие за ним члены  так, чтобы последовательность была бы минимальна с точки зрения нашего  порядка,  т. е. чтобы сначала шли нули, а потом единицы. Вот что получается:

первая последовательность 0...01...1 (n-k нулей, k единиц)

последняя последовательность 1..10..0 (k единиц, n-k нулей)

Алгоритм перехода к следующей за х[1]...x[n] последовательности (предполагаем, что она есть):

        s := n - 1;

        while not ((x[s]=0) and (x[s+1]=1)) do| s := s - 1;

{s - член, подлежащий изменению с 0 на 1}

        num:=0;

        for k := s to n do num := num + x[k];

{num - число единиц на участке x[s]...x[n], число нулей

         равно (длина - число единиц), т. е. (n-s+1) - num}

        x[s]:=1;

        for k := s+1 to n-num+1 do x[k] := 0;

        for k := n-num+2 to n do x[k]:=1;

Другой  способ представления подмножеств - это перечисление их  элементов.  Чтобы  каждое  подмножество  имело  ровно   одно представление,  договоримся  перечислять элементы в возрастающем порядке. Приходим к такой задаче.

Задача 2. Перечислить все возрастающие последовательности длины  k  из чисел 1..n в лексикографическом порядке. 

Пример: при n=5, k=2 получаем 12 13 14 15 23 24 25 34 35 45.

Решение. Минимальной будет последовательность 1,2,..., k; максимальной -               (n-k+1),..., (n-1), n. В каком случае  s-ый  член последовательности можно увеличить? Ответ: если он меньше n-k+s. После увеличения s-го элемента все следующие должны возрастать с шагом 1. Получаем такой алгоритм перехода к следующему:

        s:=n;

        while not (x[s] < n-k+s) do s:=s-1;

        {s - элемент, подлежащий увеличению};

        x[s] := x[s]+1;  for i := s+1 to n do begin x[i] := x[i-1]+1;

Пусть  мы  решили представлять k-элементные подмножества множества {1..n} убывающими последовательностями длины k, упорядоченными по-прежнему лексикографически. (Пример : 21 31 32 41 42 43 51 52 53 54.) Как выглядит тогда  алгоритм  перехода  к следующей?

Ищем наибольшее s, для которого х[s]-x[s+1]>1. (Если такого s нет, полагаем s = 0.) Увеличив x [s+1] на 1, кладем остальные минимально возможными (x[t] = k+1-t для t>s).

Рассмотрим теперь такую задачу. 

Задача 3. На клетчатом поле mxn задано матричное изображение некоторой геометрической области (не обязательно связной). Найти площадь и центр тяжести этой области.

Решение. Проиллюстрируем решение задачи следующей программой. Исходные данные - набор нулей и единиц получается случайным образом. Решение иллюстрируется графическим изображением фигуры и ее центра тяжести.
uses crt,graph;

const max=100;

var a: array [1..max, 1..max] of integer;

    i,j,n,m,k,massa,x,y,gd,gm: integer;

    x0,y0: real;

begin

     clrscr;

     writeln('Кол-во строк и столбцов:');

     readln(m,n);

     randomize;

     for i:=1 to m do

         for j:=1 to n do

             a[i,j]:=random(2);

     massa:=0; x0:=0; y0:=0;

     for i:=1 to m do

         for j:=1 to n do

             if a[i,j]=1 then begin

                massa:=massa+1;

                x0:=x0+j;

                y0:=y0+i;

             end;

     x0:=x0/massa;

     y0:=y0/massa;

     writeln('Координаты центра -',x0:4:2,y0:4:2);

     writeln('Площадь -',massa);

     readln;

     gd:=Detect;

     InitGraph(gd,gm,'');

     if GetMaxX/n>GetMaxY/m then k:=trunc(GetMaxY/m) else k:=trunc(GetMaxX/n);

     setfillstyle(1,7);

     for i:=1 to m do

         for j:=1 to n do

             begin

                  x:=(j-1)*k+5; y:=(i-1)*k+5;

                  rectangle(x,y,x+k,y+k);

                  if a[i,j]=1 then floodfill(x+1,y+1,15);

             end;

     setfillstyle(1,12);

     fillellipse(trunc((x0-0.5)*k)+5,trunc((y0-0.5)*k)+5, trunc(k/2),trunc(k/2));

     readln;

     closegraph;

end.
ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Из числового множества А мощности n, выбрать все подмножества, сумма которых лежит в пределах [a,b].

2. Найти расстояние между двумя треугольниками на плоскости, заданными координатами своих вершин.

3. Проверить тождество A ((B(C)=A(B(A(С на произвольно заданных числовых множествах.

4. Для заданного множества точек на плоскости найти круг минимального радиуса, содержащий все эти точки. (Указание: либо диаметр этого круга совпадает и диаметром множества (центр масс и наиболее удаленная от него точка), либо соответствующая окружность проходит через некоторые 3 точки множества (уравнение окружности y2+x2=r2))
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